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Chapitre 1

Une premiere mise en jambe

Nous avons choisi de faire ici un rappel qui nous l'espérons apparaitra comme
une trivialité. Cependant, dans le cas contraitre nous fixerons ainsi cette notion qui
reviendra de maniere récurrente dans les définitions.

1.1 Qu’est-ce qu’un espace vectoriel ?

Un espace vectoriel sur K est un triplet (E, +, -) satisfaisant aux axiomes suivants.

e “+ 7 est une loi interne sur 'ensemble F, et (E, +) est un groupe abélien :
1. associativité : pourtousz € E,y € Eet z€ E, (v +y)+z=x+ (y + 2);
2. commutativité : pour tousx € Fetye K, x+y=y+x;

3. élément neutre : il existe un unique élément de E, noté Og, tel que pour tout
reFE 2+ 0p=ux;

4. opposé : pour tout x € E| il existe un unique élément de E, noté —zx, tel
que z + (—z) = 0p;

43 2

° -7 est une loi externe sur F (i.e., une application de K x E dans F, notée
(A, z) — X - z) vérifiant :

1. pourtous \e K,z e FEetye E, - (z+y)=X-x+\-y;
2. pourtous N\e€ K,z € E, A+ pu) -z =X-x+p-x;

3. pourtous N\ € K, pe Ketx € B, N(pu-x) = (M) -

4

. pour tout x € £, 1x - = = x.
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On dira aussi K-espace vectoriel, ou encore espace vectoriel réel (resp. complexe)
lorsque K = R (resp. K = C). Souvent, la lettre E désignera aussi bien l'espace
vectoriel (E, +,-) que 'ensemble E sous-jacent. Les éléments de E sont les vecteurs

(0 est le vecteur nul), ceux de K les scalaires. Si xq,... 2, (n > 1) sont des vecteurs,
et Ai, ..., A\, des scalaires, 'élément z = Mz, + ... + A\, z, est un vecteur appelé
combinaison linéaire de la famille (x;);, ¢ € {1, ..., n}. On définit plus généralement

les combinaisons linéaires d'une famille de vecteurs (z;);, i@ € I, en imposant que la
famille de scalaires ()\;);, @ € I, ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls.



Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Fonctions de variable vectorielle

2.1.1 Fonctions de R" dans R

Définition 2.1.1 On appelle fonction numérique de n variables toute application de
R™ ou d’un sous-ensemble de R™ a valeurs dans R

RTL > ($1,$27"' axn> Hf(xth)”' 7xn) GR

Exemple :
1. L’application f : R? — R définie par
Floy) = =2 si (2,y) # (0,0)
f£(0,0) =0
2. L’application
f($7y7 Z) =¥
n’est définie que pour x > 0, Vy, z € R. C’est donc une application f : A — R
avec A = {(z,y,2z) € R3 /x > 0}.
0

2.1.2 Fonctions vectorielles de variable vectorielle

On envisage maintenant les fonctions les plus générales, celles qui viennent d’étre
définies en étant un cas particulier.

Définition 2.1.2 Soient E un sous-ensemble de R™ et F' un sous-ensemble de RP. On
appelle fonction vectorielle de variable vectorielle toute application de E dans F
fF — F
(5(71,.%‘2,--' 7'1;71) = (f17f27"' 7fp)‘
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Exemple : (z,y, z) — (cos(z +y), cos(y + 2) , e®¥?). 0

2.2 Continuité

2.2.1 Limite d’une fonction en un point

Définition 2.2.1 On dit que f(v) a une limite | € F' quand v € E tend vers a si, pour
tout voisinage V; de l, il existe un voisinage V, de a tel que f(V,NE) C V.

Définition 2.2.2 (équivalente) On dit que f(v) a une limite | € F quand v € E
tend vers a, si pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que

(veFE et|v—alg<a)=|flv)-Ilr<e.

Remarque :

1. Si la limite existe, elle est unique. On note

lim f(v) =1ou lim f(v) =1.

E>v—a v—a

2. Sia € E, alors | = f(a). Eneffet, a € E = |la —a|lg < o, Va > 0 d'ou
Ve > 0, ||f(a) — || < € et par suite f(a) = [. Dans ce cas, on dit que f est
continue en a.

Définition 2.2.3 Soient E un sous-espace de R™, et f une fonction de E dans RP.
On dit que f est continue en xq si la limite de f(x) existe et est égale a f(xo)

Définition 2.2.4 On dit que f est continue sur E, si [ est continue en chaque point
de E.

Proposition 2.2.5 Soit E un sous-espace de R™. Pour que f, fonction de E dans RP,
soit continue sur E, il faut et il suffit que chaque fonction composante f;, i = 1---p,
soit continue sur E.

Exemple : La fonction

f:R2 — R?
(xay) = (xQ_y272xy)

est continue car fi(z,y) = 2% — y? et fo(x,y) = 2xy sont continues. 0
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EXOS

Etudier la continuité des fonctions suivantes
1. f(z,y) =20 R2 LR,

x2+y2
2. fr.y) =575 R2 SR,
3. f(xay) = ;26132 :R? - R.

2.3 Dérivées partielles premieres

2.3.1 Dérivées partielles en un point d’une fonction de deux
variables

Définition 2.3.1 On dit que f est dérivable au point (xg,yo) par rapport a x et 'on

note f1(xo,%0) ou a—i, si la limite suivante existe

B
lim f(x+h,y0) — f(z0,%0) .
h—0 h

On dit aussi que f admet au point (xq,yo), une dérivée partielle f!(xq,yo) par rapport a
x. De méme, on peut définir la dérivée partielle f, (o, yo) au point (xo,yo) par rapport

avy.
Exemple : f(z,y) = \/22? + a?y? n’admet pas de dérivées partielles en (0,0). En
effet, fi(z) = f(x,0) = |z| et fo(y) = f(0,y) = aly| ne sont pas dérivables en 0. 0

2.3.2 Fonctions de classe C!

Définition 2.3.2 Soit U C R", ' C RP ou CP. La fonction [ : U — F est dite de
classe C* de U dans F si elle est continue sur U et si elle admet des dérivées partielles
continues sur U. Et l'on note f € CY(U, F).

EXO
Soit U un sous-ensemble de R?
f:U — R?
(z,y,2) +— (xe’cos(z), ze’sin(z), tan(z))

1. Expliciter le domaine U.
2. Montrer que f admet trois dérivées partielles premieres.
3. f est de classe C'?
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EXO
Soit f : R? — R définie par

{ﬂ%wzﬁﬁﬁasN%w#mﬂ)
) =

1. Montrer que f est continue au point (0, 0).
2. Montrer que f admet des dérivées partielles premieres au point (0,0).

3. En déduire que f est de classe C! sur R?. Donner la différentielle de f en tout
point (x,y) # (0,0) puis au point (0,0) (les notions requises pour cette question
sont dans le paragraphe suivant).

2.4 Différentielles

2.4.1 Différentielle en un point

Définition 2.4.1 Soit f € CY(U, R"), prenons n = 3, on appelle différenticelle de f au
point a € U, U sous-ensemble de R3, et l’on note df,, 'application linéaire de R dans

FCRouC
_ of of of
Ao (0,0,7) = o (a) + B0 (a) +75(@)
ce qui se note ausst

dfo =V f(a)-(a,B,7)".
Exemple : Soit F' = C. La fonction

f:R* - C
(z,y,2) = (2 +iy)e”

est de classe C'* sur R? car elle est continue sur R? et pour tout a = (z,y, z) € R?

of OF (o _ieis O

_ Az _ s . 1z
aI(a)—e ,ay(a)—l ,az(a)_l(x+1y)e ,

sont trois fonctions continues sur R3. Par exemple, au point a = (1, 1, 0) la différentielle
df, est

(@, ,7) = a+if+(i—1)y.
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EXOS

1. Calculer la différentielle de f(z1,z2) = 23 — x5 au point (1,2).

2. Déterminer le plus grand ouvert U de R? pour lequel f est de classe C* et calculer
la différentielle de f en tout point (z,y,2) € U pour chacune des deux fonctions
suivantes

flx,y,2) = 2" et f(x,y,2) = (zy)*.

2.4.2 Dérivée d’une fonction selon un vecteur

Définition 2.4.2 Soit U un ouvert de R™, F' un espace normé sur K (R ou C) et
f € CHU,F). Soit a € U et df, la différentielle de f au point a. On considére un
vecteur u € R™ et A € R tels que

h=M¢(—a+U).

On dit que f admet une dérivée selon le vecteur u au point a et on note

fila) o (@)

si la limite
i T 1) = (@

A—0 A

existe.

On peut alors énoncer (sans démonstration) le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.3 Soit U un ouvert de R", F' un espace normé sur K (R ou C) et
a € A. La fonction f admet au point a une dérivée selon tout vecteur u € R"™, égale a

dfa(u).

Remarque :

1. Puisque df, est linéaire, on a, quel que soient u € R™ et v € R", et quel que soit
t e R,

furn(a) = fila) + fi(a) fi(a) = tfi(a).
Pou deux fonctions f et g € CH(U, F) et deux scalaires a et n € K

(f + Bg)u(a) = af,(a) + Bg,(a).
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2. Les dérivées partielles premieres sont des cas particuliers des dérivées direction-
nelles. En effet, si u = (1,0) et v = (0,1) € R?, alors

of _of _ of _of

ou  or © v Oy’

Exemple : Pour n = 3, la différentielle df, envoie tout vecteur v = (o, 3,7) € R?

sur
of of of of
(@) =05 (@) + A5 @) + 250 ().

On obtient ainsi la valeur au point a de la dérivée de f selon le vecteur u = (a, 3,7).
0
Exemple : La fonction a images réelles

(a) =«

fxy,2) = (x +y)°
est de classe C! sur Vouvert U = {(z,y,2) € R¥ /x +y > 0}. On a

of o 9
a_iza_;:Z(fEW)z‘l et a_iC:(Hy)zln(Hy)-

Pour le vecteur u = (1,1, 0), la dérivée de f en tout point a = (z,y, z) selon u est

0
8—£(a) =2z(z +y)" .
g
EXOS
1. Calculer la dérivée au point (1,2) selon le vecteur u = (2,—2) de la fonction
flxy) =a*—y.
2. Calculer la dérivée au point (1,7) selon le vecteur u = (2,3) des fonctions

g(z,y) = xy + sin(y) et h(z,y = In(z? + y?).

2.4.3 Application affine tangente

On rappelle une propriété géométrique pour les fonctions réelles de variable réelle.
Soient I un intervalle de R et f € C'(I,R). Au point a € I la tangente au graphe T’
de f dans R? a pour équation

yr = f(a) + f'(a)(z —a)
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Pour x € I, le point correspondant de I" est (x, f(x)) et le point correspondant de la
tangente est (z,yr).

Par analogie, pour un sous-ensemble U de R™, f € CY(U,F) et a € U, on dit que
I’application affine de U dans F

vi— f(a) +df,(v—a)

est tangente a f au point a.

EXOS

1. Déterminer I'équation du plan tangent au graphe de f(z,y) = z* — 2y* au point
a=(2,1).

2. Déterminer I’équation du plan tangent au graphe de f(z,y) =2y —x+y+5 au
point a = (0, 2).

2.5 Dérivées partielles de fonctions composées

On va, pour dégager les résultats, étudier les dérivées partielles d'une fonction
composée fogavec f:R*? — Fetg:I —R? (FCR? ICR).

Théoréme 2.5.1 Soient U CR?, I C R, f € CY(U,F), g: I — U une fonction de
classe C! telle que

vtel, g(t) = (o(t),¢(t) € U.

Alors la composée f o g est de classe C* sur I et
(f o g (1) = (1) 0 gt) + (D), 0 g(8).
Exemple : Soit f(z,y) = x¥. Elle est définie dans 'ouvert
U={(z,y) e R* /x> 0}.
Elle y admet des dérivées partielles premieres
folz,y) = ya' " et fy(z,y) = In(z)z?

qui sont continues sur U.
Pour toute fonction g(t) = (é(t),¥(t)) de classe C! sur un intervalle I, avec Vt € T
¢(t) > 0,on a g(I) C U. Alors, en prenant z = ¢(t) et y = (),

(f09)'(t) =ya¥"a’ + In(z)a"y .
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EXOS

Coordonnées polaires

1. Soit g : (r,0) — (x,y) : R* — R? une fonction de classe C' sur R?, telle que
x =rcos(d), y=rsin(h).

Soit f une application de classe C* sur U C R?.
Calculer %(f og)(r,0) et %(f og)(r,0).

2. Utiliser le changement de variable ©u = x — y, v = x + y pour déterminer toutes

les fonctions z : R? — R telles que % — 9% — 4 g donné.
i dy

EXO

Soitu:f(x—y,y—Z,Z—x)- Montrerque%—i—g—;—ir%:o

2.6 Fonctions implicites

Soit I'équation
flay)=y* —2* =2y +5=0.

On pose la question de savoir s’il existe une fonction y = ¢(x), définie dans un intervalle
I de R telle que
Vo el, f(z,6(z) = 0.

On dira alors que ¢ est une fonction implicite définie par I'équation f(z,y) = 0.
On peut résoudre ici cette équation ol y est 'inconnue et on trouve deux fonctions ¢

qui répondent a la quection
y=1+t+vVa2—4.

On peut prendre pour [ soit | — 0o, —2], soit [2, 4o0].

Donnons-nous maintenant,a priori, une solution (xg, o) de I’équation proposée : par
exemple (\/5, 0). Alors, parmi les deux fonctions solutions précédentes, il n’en reste
qu'une qui, pour = = /5, prend la valeur y = 0. Clest y = 1 — V22 — 4.

Parmi les deux intervalles précédents, il n’y en a plus quun seul qui contienne v/5 :
I =[2,+00].

La fonction ¢ : I — R ,¢(z) = 1 — Va? —4 est la fonction implicite définie par
I’équation proposée, telle que ¢(+/5) = 0.

Cette fonction ¢ est de classe C*! sur I =]2, 400 et sa dérivée est
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L’intervalle ouvert I est le plus grand intervalle ot la fonction ¢ est de classe C*.

On prend maintenant un autre exemple. Soit 1’équation
flz,y) =9y’ +2°y —22=0.

Il n’est plus possible de la résoudre comme précédemment.
Supposons que, pour une solution (xg, ) de cette équation, il existe un intervalle I,
contenant zg, et une fonction ¢ : I — R de classe C*, telle que

Vel fz,o(x) =0 et ¢xo) = yo-

Alors sans savoir expliciter ¢, on peut calculer la dérivée ¢ par la dérivation des
fonctions composées :

0 0
Vo L, G (@ ,00) + 6(0) 5 (0,00 =0,
On poura en déduire ¢'(x) si l'on a
0
Vo L, 5w o) 20,

Ici, 'on a

af 4 3
—(x,y) = by~ +x°.
ay( y) = 5y
Le point (0,0) est solution de ’équation proposée. Mais g—i(o, 0) = 0. Pour I"équation
donnée, il n’existera pas de fonction implicite ¢ de classe C! telle que ¢(0) = 0.
Au contraire, f(1,1) = 0 et g—g’;(l, 1) = 6 # 0. Le théoreme des fonctions implicites
permet alors d’affirmer qu’il existe deux intervalles I et J dans R avec (1,1) € I x J,
et une fonction implicite unique ¢ : I — J telle que ¢(1) = 1.

Comme 5
a_i(xa y) = 3$2y - 27
la dérivée de ¢ s’exprime
3z?y — 2
Veel ¢(x) = —% avec y = ¢(x).

EXO

On considere 'équation f(z,y) = xsin(y) — ysin(x) = 0. Montrer qu’elle admet
une fonction implicite ¢ telle que ¢(m) = 2.
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EXO
Soient A =R} xRet f: A— R définie par

flz,y) = ysin(%) +1—22

1. Montrer que f est de classe C! sur A.
2. Montrer que f admet une fonction implicite ¢ au point (1 ,).
3. Calculer la dérivée ¢’ de ¢.



Chapitre 3

Equations différentielles

3.1 Equations différentielles du premier ordre

3.1.1 définition générale

On considere un ouvert A de R, un intervalle ouvert I de R et une application
f:IxA—R

Définition 3.1.1 La relation

dy

est nommée équation différentielle du premier ordre, a fonction inconnue y de la va-
riable x.

Une solution de ’équation est une fonction y = ¢(x), dérivable dans un intervalle
J C I, a images dans A, telle que

VeeJ, ¢'(x) = f(z, o(x)).

Résoudre I'équation différentielle, c’est en trouver toutes le solutions.
Exemple : La relation
v +ayt—a® —22=0

est une équation différentielle du premier ordre. Ici, f est une fonction polynomiale, on
peut donc prendre I = R = A. La fonction

y = a?

est solution de I'’équation comme on le constate aisément. Cette solution est valable
sur J = R. 0

17
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3.1.2 Théoreme d’existence de Cauchy

Théoréme 3.1.2 A étant un owvert de R, I un intervalle de R et f € C'(I x A, R),
alors, pour tout xy et tout yoy € A, il existe un intervalle ouvert J C I, avec xy € J, tel
que ’équation différentielle
dy
- = flz.y)

posséde une solution et une seule, y = ¢(x), de classe C* sur J et vérifiant ¢(zo) = yo.

On admettra que ce théoreme est vérifié dans tous les cas de figure que nous allons
aborder dans la suite, sauf pour les équations différentielles a variables séparées pour
lesquelles nous établirons la démonstration du théoreme.

3.2 Courbes intégrales

On aurait également pu intituler ce paragraphe : la version graphique du théoreme
d’existenct de Cauchy.

On considere 1’équation

y/ = f ($ ) y)
avec f € C'(I,R). Pour tout zg,y0) € I x A, il existe J C I avec g € J et une
application de classe C'' unique ¢ : J — A, solution de I’équation telle que ¢(zo) = yo.
Le graphe de cette solution
y = o(x)

se nomme courbe intégrale de I’équation différentielle proposée. Comme ¢ est continue,
I'image par ¢ de l'intervalle J est un intervalle K = ¢(J) C A. On obtient donc une
courbe intégrale qui est un arc du pavé J x K qui contient le point (o, yo)-
En tout point (x,¢(x)) € J x K de cette intégrale, la tangente existe et a pour pente

¢'(x) = flz, d(x)).
En faisant parcourir aux données initiales (zg, y9) 'ensemble I x A, on obtient la famille
des courbes intégrales de I’équation différentielle proposée. En tout point (z,y) € I x A,
il passe une courbe intégrale (et une seule) de cette famille et la tangente au point (x, y)
a pour pente

y/:f(xuy)'

3.3 Equations a variables séparées

Définition 3.3.1 Soient I et K deux intervalles de R, f € C(I,R) et g € C(K,R)
telle que 0 ¢ g(K). La relation
,_ f(z)

9(y)
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se nomme équation différentielle a variables séparées.

Avec la notation différentielle, on peut écrire cette équation

g(y)dy = f(x)dz

et 'on voit bien, sous cette forme la justification de I'expression “variables séparées”.
On va démontrer dans ce cadre particulier, le théoreme d’existence, c’est-a-dire

V(wo,0) € I X K,

il existe un intervalle J C I et une unique fonction ¢ : J — K de I’équation a variables
séparées telle que ¢(zg) = yo.
Supposons qu’une telle fonction existe. Alors

Ve e g((x))¢'(x) = f(z).

En prenant les intégrales de ces deux fonctions égales, on obtient

VeeJ /%mwﬂWﬁMf—/%ﬂwﬁ-

Par le changement de variables u = ¢(t) dans la premiére intégrale

o (z) i
Ve e J / g(u)du = / f(t)dt.

Par conséquent, y = ¢(x) est une fonction implicite définie par 1’équation

F(z,y) =0 avec F(z,y) = /yg(u)du - /w f(t)de.

Réciproquement considérons la fonction F' de I x K dans R ainsi défini. On voit que
F est de classe C! sur I x K et en tout point (z,y) € [ x K

Fi(z,y) = f(x), F,=—g(y).

Considérons 1’équation
F(z,y)=0.

On a F(z¢,y0) = 0 et comme F)(ro,y0) = —g(yo) # 0, on peut appliquer le théoreme
des fonctions implicites : il existe un intervalle ouvert J C [ avec zy € J et une
application unique ¢ : J — K tels que ¢(z¢) = yo et

VeeJ F(z,p(x))=0.
¢ est de classe C! sur J et sa dérivée est donnée par
Vo e fz)— ¢ (@)g(6(x)) = 0.

Donc ¢ est la solution de ’équation proposée telle que ¢(zo) = yo.
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3.4 Equations homogenes

Définition 3.4.1 f étant une application continue d’un intervalle ouvert I dans R,
toute équation différentielle du premier ordre du type

y = fy/x)
se nomme équation homogéne.

(x,y) — f(y/x) est définie dans I'ouvert de R? suivant

{(z,y) eR*; x #0et y/x € I}.

Regle

On peut annoncer la regle suivante : pour résoudre 'équation différentielle ho-
mogene
y' = fly/z).
f étant une application continue de I dans R, on prend pour variable auxiliaire le
nombre ¢t € I défini par

=y/z
et 'on integre ’équation aux variables séparées
xt' = f(t) —t
qui s’écrit aussi
dx dt
(3.1) — = :
x  f(t)—t

si 'on suppose par exemple que f(t) —t ne s’annule pas sur U'intervalle I ot la fonction
f est définie et continue. Posons tq = ay:—g et

t du
Vipe I, tel, oft)= [ —2
0 PO= | Fa—u

Alors la courbe intégrale de 3.1 qui passe au point (zg,yg) € R* x I est donnée par

puisque, pour t = ty, on doit avoir x = xg; on obtient

T = xoes@(t) ’

y = zote?®
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Exemple : Intégrer I’équation différentielle
v =y/x+ cos(y/x).
Si l'on pose y = tx le second membre est une fonction de ¢
f(t) =t+ cos(t)

définie et continue dans R tout entier.
On est ainsi conduit a résoudre I’équation aux variables séparées

xt’ = cos(t).

3.5 Equations linéaires du premier ordre

Définition 3.5.1

1. Soit E un C-espace normé de dimention finie, o € C(I ,C) une application conti-
nue d’un intervalle ouvert I de R dans C et b € C(I, E) une application continue
de I dans E. La relation

(3.2) v + a(z)v = b(x)

se nomme équation différentielle linéaire du premier ordre a fonction inconnue
vectorielle v de la variable x.

2. La relation
(3.3) V' 4+ a(z)v =0

se nomme équation sans second membre (ou homogene) associée a (3.2).

3. La relation
(3.4) Y +a(z)y=0

ou y est une fonction inconnue a images dans C, se nomme équation numeérique
associée a (3.2).

Proposition 3.5.2 L’ensemble des solutions de ’équation (3.4) est sous-espace du C-
espace C'I | C) de dimension 1.
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3.5.1 Meéthode de variation de la constante

Supposons connue la solution générale u = Aw(z) de I’équation sans second membre
(3.3). Il nous suffit alors de connaitre une solution particuliaire v de I’équation compleéte
(3.2) pour avoir sa solution générale. Pour obtenir cette solution particuliaire, on utilise
la méthode de variation de la constante qui consiste a considérer la constante A\ comme
une fonction x — A(z) de classe C! sur I et de calculer cette fonction de maniere que

u = \Nx)w(x)

soit solution de I’équation complete (3.2).
Exemple : Soit £ un vecteur fixe de F et ’équation différentielle

2v + v = ka® cos(z).
On a ici,
a(x) = —1/z et b(x) = kx cos(z),
donc
a € CR*,R)etbe C(R,E).

1. Equation numérique (sans second membre)

y —y/x=0.

En séparant les variables, on a
/

Yy _
y

T
qui donne, si A est une constante,
In(ly/Al) = In(|z|) et y = Az
On obtient ainsi la solution générale de I’équation homogene, qui est visiblement
définie sur R tout entier.

2. Equation complete
Utilisons la méthode de variation de la constante A, ¢’est-a-dire déterminons une
fonction vectorielle inconnue de R dans E de facon que

soit solution de I’équation complete. Par dérivation

V() = N(x)z + \(x)
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et en remplacant dans 1’équation complete, on a
N(z)2z? + Mz)x — Mz)z = ka? cos(x) .

On en déduit alors que
N (z) = kcos(x),

d’ou
MNz) = ksin(z) +r, r€ E.

La solution générale de 1’équation complete est donc
v(x) =x(ksin(z)+7r), re E.

Elle est définie et de classe C'' sur R tout entier. a

EXOS

1. Résoudre I’équation
(1—a?)y —ay=u

(solution particuliaire évidente y = —1).

2. Résoudre
Y + ytan(x) = cos(z)

(solution de I'équation homogene y = cos(z)).

3.6 Equations linéaires du second ordre

3.6.1 Définitions

1. Soit E un C-espace normé de dimension finie, « et § deux applications continues
sur un ouvert I de R & valeurs dans C et ¢ une application continue de I dans
E. La relation

(3.5) V' 4+ alz)v + B(x)v = c(x)

ou v est une fonction vectorielle inconnue de variable réelle z et a valeurs dans
E, se nomme équation différentielle linéaire du second ordre.

2. La relation
(3.6) V' + a(z)v' + B(z)v =0

se nomme équation sans second membre (ou homogene) associée a (3.5).
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3. La relation
(3.7) y' +a(@)y + B(z)y =0

ol y est une fonction inconnue a images dans C, se nomme équation numérique
associée a (3.5).

Proposition 3.6.1 L’ensemble des solutions de [’équation (3.7) est sous-espace du C-
espace C*(I,C) de dimension 2.

Exemple : L’équation numérique
v +y=0
admet deux solutions particuliaires évidentes
y1(x) = sin(z) et yo(x) = cos(x)
qui constituent un systeme libre. La solution générale est donc
y(x) = Acos(z) + psin(z) ,

ou A et u parcourent R. O

EXO

1. Soit I’équation
Y+ alx)y + B(x)y = 0.
Calculer les fonctions réelles av et 3 pour que y; = « et y» = 22 soient des solutions
particuliaires. En déduire I’équation et la solution générale.

2. Donner la solution générale de 1’équation
Y+ a(x)y + B(x)y = sin(x)

a l'aide de la méthode de variation de la constante.

3.7 Equations linéaires du second ordre a coeffi-
cients constants

3.7.1 Définition

Soit E un sous-espace normé de dimension finie, a, b, ¢, trois nombres complexes
(a #0) et d € C(I, F) La relation

(3.8) av” +bv' + cv = d(x)
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se nomme équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, a
variable réelle z, et a fonction inconnue vectorielle v.
L’équation homogene associée est

(3.9) av” + ' +cv=0
et I’équation numérique asociée est
(3.10) ay” +by +cy=0.

Toutes deux sont définies sur R tout entier.

3.7.2 Résolution de I’équation homogene

Il nous faut déterminer un couple de solutions linéairement indépendantes. Nous
cherchons a cet effet des solutions du type

y=e

ou 7 est un nombre complexe a déterminer. Par dérivation et en reportant dans (3.10)
, on obtient
ar’ +br+c=0.

Relation que 'on nomme équation caractéristique de (3.8).

L’équation caractéristique a deux racines distinctes

Si 'on désigne par r; et ro les racines en question, on a obtenu deux solutions
particuliaires linéairement indépendantes

Y = e ot Yy = eh2?
qui constituent une base de notre espace de solutions. Dans ce cas, la solution générale
de (3.9) est
v(x) =" 4+ pe™® A\ pekE.
L’équation caractéristique a une racine double
Si r est cette racine, elle vérifie

ar’ +br+c=0et2ar +b=0.

Le procédé précédent ne permet pas d’aboutir a un couple de solutions linéairement
indépendantes. Mais on montre que

Y =€ et yo = xe’™”
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forment un couple de solutions linéairement indépendantes, ce qui nous satisfait. Dans
ce cas la solution générale de (3.9) est

v=e"(A+puxr) \,p€FE.

3.7.3 Résolution de I’équation complete
Le second membre est un polynome

Lorsque le second membre est un polynome de degré n, alors une solution parti-
culiere est évidemment un polynome de degré n + 2 au plus par exemple.

Le second membre est le produit de exp(mz) par un polynéme

Nous supposons maintenant que I’équation numérique complete est du type
ay” +by' + cy = p(z)e™,

p(z) étant un polyndéme et m un nombre complexe donné. Pour déterminer une solution
particuliaire de cette équation, on effectue le changement de fonction inconnue

Yy = ze
En reportant, et apres simplification par €™* % 0, on obtient
az” + (2amb)2’ + (am?® 4+ bm + ¢)z = p(x).

On est ainsi ramené au cas précédent.

EXOS

1. On veut résoudre
y"+y'+y=x2.

(a) Trouver les solutions générales de I’équation différentielle homogene
y' +y +y=0.

(b) Trouver les solutions générales de ’équation différentielle complete
y'+y +y=a’.

(¢) Trouver la solution 'équation compleéte vérifiant les conditions initiales

y'(0) =2=y(0).
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2. On veut résoudre
y”+2y'+y — 3328:6.

(a) Trouver les solutions générales de I’équation différentielle
2"+ 3 + 22 =27
(b) En déduire la solution 1’équation différentielle
Y+ 2 +y =",
EXOS
1. Trouver les solutions générales de ’équation différentielle homogene
y' 4+ 2y =0.
2. Trouver les solutions générales de 1’équation différentielle homogene
y'+4y +4y=0.
3. Trouver les solutions générales de I’équation différentielle homogene
y' +2y=0.
4. Trouver les solutions générales de ’équation différentielle

y' +2y =322 +1.



