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1 Introduction

Dans cette communication, nous proposons une méthode originale pour simuler numériquement
les mouvements transitoires d’un corps flottant librement (sans vitesse d’avance)à la surface libre
de l’océan. Cettéetude aét́e initialement motiv́ee par la question de stabilisation dynamique d’un
navire : pour envisager un contrôle en temps ŕeel de ces mouvements, il faut disposer d’un moyenà
la foispréciset rapidepour leur simulation.

– Le critère de pŕecision impose de travailler avec un modèle fiable de tenuèa la mer. Leśetudes
concernant le contrôle des mouvements d’un navire se contentent géńeralement d’un mod̀ele
simplifié qui ram̀ene l’action de l’oćeanà un simple effet de masses et amortissements ajoutés
(valable en ŕealit́e à une fŕequence fix́ee). Nous avons choisi de retenir le modèle linéariśe
complet.

– Le critère de rapidit́e excluta priori les ḿethodes habituellement utilisées pour simuler la
propagation d’ondes transitoires, qui sont précises mais trop coûteuses en temps de calcul :
équations int́egrales (impliquant la fonction de Green transitoire), décompositions modales
(sur les mouvements périodiques), ḿethode de la transformation de Laplace, schémas aux
diff érences finis en temps (couplésà des conditions aux limites absorbantes). . .

La méthode que nous présentons ici peut̂etre vue comme une extension asymptotique de la
méthode de transformation de Laplace. Elle consisteà calculer non pas les mouvements eux-mêmes
mais un comportement asymptotique en temps obtenu en approchant la “composante diffractée” par
une superposition discrète de mouvements oscillants exponentiellement amortis. Ces derniers sont
appeĺes lesmodes ŕesonnantsdu syst̀eme : chacun d’eux est associé à une fŕequence complexe,
une résonance. L’ étude th́eorique et la d́etermination nuḿerique de ces quantités intrins̀eques d’un
probl̀eme de diffraction a fait l’objet de nombreux travaux au laboratoire† au cours des 15 dernières
anńees [1, 2]. La ḿethode dedécomposition en modes résonnantsconstitue une application pro-
metteuse de ces travaux [3]. Les premiers développements de cette technique semblent dus aux
électromagńeticiens (pour la simulation d’antennes notamment). Connue sous le nom desingularity
expansion method[4], elle ne parâıt avoir ét́e que tr̀es peu appliqúee, le calcul des modes résonnants
étant alors limit́e à quelques solutions analytiques. Ce n’est plus le cas aujourd’hui !

La méthode est exposée ici dans le cadre du problème bidimensionnel de tenueà la mer d’une
structureélastique mince (piste d’atterrissage flottante, banquise. . . ) décrite par le mod̀ele de Kirch-
hoff (mouvements de flexion pure). Sa mise en oeuvre numérique est en cours. Les premiers résultats
devraient pouvoir̂etre pŕesent́es lors des Journées.

†Laboratoire de Simulation et Modélisation des ph́enom̀enes de Propagation (URA CNRS 853),École Nationale
Suṕerieure de Techniques Avancées : ENSTA/SMP, 32 Boulevard Victor, 75015 Paris, France (hazard@ensta.fr, lo-
ret@ensta.fr). Correspondant : F. LORET Tél : 01 45 52 44 13 – Fax : 01 45 52 52 82
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2 Le problème transitoire de tenueà la mer

Nous optons pour un système de coordonńees(O,x1,x2) tel que le fluide au repos occupe le
domaine non borńeΩ := {x2 < 0} dont la frontìere est constitúee de la surface libreF et de la plaque
P telles queF̃ := F ∪P = {x2 = 0}. Nous noteronsη le déplacement vertical de la surface

η = (ηF ,ηP) où ηF := η|F et ηP := η|P ,

ϕ désignera le potentiel des accélérations et,∂n
1, ∂n

2 et ∂n
t repŕesenteront respectivement lesn-ièmes

dérivées partielles selon les variables d’espacex1 etx2 et la variable de tempst.
Notre probl̀eme transitoire lińeariśe s’́ecrit alors pour toutt > 0

∆ϕ = 0 dansΩ ,(1)

∂2
t η−∂2ϕ = 0 surF̃ ,(2)

ϕ+ηF = 0 surF ,(3)

ϕ+ηP +β∂4
1ηP + γ∂2

t ηP = 0 surP,(4)

∂2
1η = ∂3

1η = 0 sur∂P,(5)

où β et γ sont des constantes réelles positives adimensionnées qui s’apparentent respectivementà une
constante de flexibilit́e età une masse lińeique de la plaque avec les conditions initiales

(6) η(0) = η0 et ∂tη(0) =
.
η0

où η0 et
.
η0 sont deux fonctions données.

Le choix quelque peu atypique qui consisteà consid́erer le potentiel des accélérations et non le poten-
tiel des vitesses, est orienté par notre volont́e d’écrire unéequation du second ordre en tempsà partir
deséquations (1)–(6). On peut en effetécrire ce syst̀eme sous une forme abstraite

(7) ∂2
t η+Aη = f , ∀t

où A est un oṕerateur positif (le spectre deA est inclus dansR+) et òu les conditions initiales sont
prises en compte dans le second membref

f = η0∂tδ+
.
η0δ

où δ est un Dirac plaće ent = 0 (les d́erivés en temps sont prises au sens des distibutions).
Plutôt que de tenter une résolution directe du problème transitoire (1)–(6), nous allons le considérer

comme une perturbation d’un autre problème transitoire dit libre dont on sait explicitement décrire
la solutionη̃. Ceci revient̀a repŕesenterη par la superposition d’uneonde incidentẽη et d’uneonde
diffractéeηD prenant en compte la présence de la plaque :

(8) η(t) = η̃(t)+ηD(t) .

Le choix le plus “simple” pour obtenir un problème libre, consistèa reprendre leśequations du
probl̀eme transitoire initial l’obstacle en moins :

∆ϕ̃ = 0 dansΩ ,(9)

∂2
t η̃−∂2ϕ̃ = 0 surF̃ ,(10)

ϕ̃+ η̃ = 0 surF̃ ,(11)

avec les m̂emes conditions initiales

(12) η̃(0) = η0 et ∂t η̃(0) =
.
η0 .
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Bien entendu, le problème (9)–(12) admet aussi uneécriture analoguèa (7)

(13) ∂2
t η̃+ Ãη̃ = f , ∀t

où Ã est aussi un oṕerateur positif. Il est facile d’obtenir̀a l’aide de la transformation de Fourier
horizontaleF (dans la direction(O,x1)) définie par

v 7→ F v(ξ) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ix1ξ v(x1)dx1

l’expression suivante de l’onde incidente (solution de (9)–(12)).

(14) η̃(x1, t) = F −1cos(
√
|ξ|t)F η0(ξ)+F −1sin(

√
|ξ|t)√
|ξ|

F
.
η0(ξ) ∀t > 0.

3 Décomposition en modes ŕesonnants

La méthode que nous allons décrire dans cette section va nous fournir une représentation de
l’onde transitoire diffract́eeηD et donc deη à l’aide des fŕequences de résonance du problème. Cette
repŕesentation s’obtiendra au moyen de la transformée de Laplace et du “prolongement analytique de
la résolvante”.
Consid́erons maintenant la transformée de LaplaceLη(p) deη(t) définie par

Lη(p) :=
∫ +∞

0
e−ptη(t)dt , ∀p∈ C avecℜe(p) > 0,

et que nous noteronŝη. En appliquant cette transforméeà (7), on obtient

(15) (p2 +A)η̂ = L f .

Posonsf̂ := L f , alorsη̂(p) = R(−p2) f̂ , où R(ζ) := (A− ζI)−1 est d́enomḿe la ŕesolvante deA et
est d́efini en dehors du spectre deA : ζ ∈ C\R+.
Il suffit alors d’appliquer la transforḿee de Laplace inverse pour en déduire

(16) η(t) =
1

2iπ

∫
p0+iR

eptR(−p2) f̂ dp, ∀p0 > 0.

Notons que sip0 > 0 et p ∈ p0 + iR, alors−p2 ∈ C \R+ et donc la formule pŕećedente (16) est
indépendante du choix dep0 > 0 étant donńee l’analyticit́e deR(ζ) dansC \R+. La d́ecomposition
en modes ŕesonnants consiste alorsà d́eformer le chemin d’int́egrationp0+ iR dans l’expression (16)
vers le demi-planp0 < 0 et à utiliser le th́eor̀eme des ŕesidus. Pour ce faire, il nous faut commencer
par isoler la “composante incidente” deR(ζ), conforḿementà (8), ce qui revient̀a écrire

(17) R(ζ) = R̃(ζ)+S(ζ)

où R̃(ζ) := (Ã− ζI)−1 est d́efini pour toutζ ∈ C \R+ et est la ŕesolvante du problème libre (13).
L’onde incidente

η̃(t) =
1

2iπ

∫
p0+iR

eptR̃(−p2) f̂ dp, ∀p0 > 0

est en effet connue analytiquement (14). Il s’agit alors d’obtenir le comportement asymptotique en
temps de l’onde diffractée

ηD(t) =
1

2iπ

∫
p0+iR

eptS(−p2) f̂ dp, ∀p0 > 0

3



en utilisant un ŕesultat abstrait [1, 2] qui nous assure queS(−p2) poss̀ede un prolongement ḿeromorphe
dansC\R−, autrement dit analytique sauf au voisinage de pôles isoĺes, les ŕesonances, et d’une “cou-
pure” sitúee surR−.
Ainsi si nous supposons que le contour d’intégration correspondantà la d́eformation du chemin n’a
pas de contributioǹa l’infini ( p = ∞) et queS(−p2) admet le d́eveloppement en séries de Laurent
suivant pr̀es de chacun de ses pôlespk

S(−p2) = ∑
n≥Nk

(p− pk)nS(n)
k ,

alors pourp0 < 0, on aura

ηD(t) = ηpôles(t)+ηcut(t)+ηreste(t)

où ηpôles, ηcut et ηrestecorrespondent respectivementà l’intégration autour des pôles, autour de la
coupure et le long de la droitep0 + iR :

ηpôles(t) = ∑
pk∈{ℜe(p)>p0}

epktS(−1)
k f̂ ,

ηcut(t) =
1

2iπ

∮
cut∩{ℜe(p)>p0}

eptS(−p2) f̂ dp,

ηrem(t) = O(ep0t) quand t →+∞ .

La composanteηpôles repŕesente une superposition de modes exponentiellement amortis : chaque

opérateurS(−1)
k est une projection sur les modes résonnants associésà la ŕesonancepk. La composante

ηcut correspond̀a une contribution basse fréquence de l’onde. Enfinηrem étant plus rapidement
amortie que chacun des termes deηpôles, elle sera ńegligée en pratique,̀a condition de choisirp0

suffisamment petit.
Dans la version complète de cet article, nous détaillerons les aspects pratiques du calcul de

ces diff́erentes composantes. L’approximation numérique deS(−p2) est ŕealiśee par une technique
d’équation int́egrale coupĺeeà l’équation de la dynamique de la plaque.
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